L’espace E = R3 est muni du produit scalaire usuel : V(X,Y) € E2, < X,Y >= tXY, la norme d’un vecteur quelconque X de
FE étant notée || X||.

L’espace E est orienté et B = (e, e2, e3) est une base orthonormale directe de E. Soit u € L(FE) représenté dans la base B par

la matrice :

2 2 1
1 2

1 -2 2

1. Vérifier que A est une matrice orthogonale.
2. Reconnaitre la nature géométrique de ’endomorphisme u.
3. Montrer que A est diagonalisable dans Mj3(C).
4. On rappelle que si w est un endomorphisme continu de E, (w € L¢(FE)), la norme de ’endomorphisme w est définie par :
[Hwlll = sup [lw(X)]|
[1X1l=1
4.1 Vérifier que u est un endomorphisme continu de F et que : |||u]|| = 1.
4.2 Soit w € L¢(E). Prouver qu’il existe Xg € E tel que || Xo|| = 1 et |||w]|] = ||w(Xo)|

5. On définit dans L¢(E) la suite (u*) des endomorphisme itérés de u : v = idp et Vk € N*, uF = w10 u.

Prouver que la suite (u*) est une suite bornée de L¢(E).
6. Soit v 'endomorphisme de F défini par : v = idg — u.
6.1 Déterminer ker(v).
6.2 ker(v) et Im(v) sont-ils orthogonaux ?
6.3 Prouver que E = ker(v) & Im(v).
6.4 En déduire que, pour tout X € E, il existe Z € F, et un unique X; € ker(v) tels que :

X=X +2-u(Z)

1 m—1
6.5 On pose pour tout m € N*| p,, = — Z uk.
™ k=0

Montrer que VX € E, la suite (pm (X)) converge vers la projection de X sur ker(v) parallélement & Im(v).

On prend dans cette partie £ = R” muni du produit scalaire usuel : V(X,Y) € E?, < X,Y >=!XY, la norme d’un vecteur
quelconque X de F étant notée ||X|| et soit B une base orthonormale de E.

Pour toute matrice A = (a;;) € My (R) qui représente dans la base B un endomorphisme u de E, on note ||| A||| = sup ||AX]|.
[IX1=1

1. Vérifier que ||| ||| est une norme sur M, (R).
2. Quelques propriétés de la matrice B = tAA.

2.1 Montrer que B est une matrice symétrique réelle dont les valeurs propres sont positives ou nulles.
Etudier le cas ou A € GL,(R).

2.2 On note p(B) = sup {|A|, A € sp(B)} ot sp(B) désigne ’ensemble des valeurs propres de la matrice B.
Soit U une matrice semblable & B. A-t-on p(U) = p(B)?

2.3 Montrer que ||| A[||? < p(B).

2.4 Prouver enfin que ||| A|||? = p(B).

3. On suppose dans cette question que u est une homothétie de rapport v # 0.
3.1 Calculer ||| A]||.
3.2 Dans quel cas la suite (A¥)en est-elle bornée ?






