


Préliminaires.

On rappelle E = C*(R,R) .
Soit A € R et v I'application qui & y € F associe ¢(y) = y" + Ay.

1.

BN ol

Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.

Soit h € E. Existe-t-il y € E telle que p(y) =h?
¢ est-elle surjective 7

Montrer que le noyau de ¢ est de dimension finie.

Déterminer une base de ker(y) uniquement constituée de fonctions paires et de fonctions impaires. On pourra discuter
suivant le signe de A.

. 1 . L
. Quelle est la structure de I’ensemble des antécédents de la fonction constante égale & 5 par ¢ ? Décrire précisément cet

6
ensemble.
7. 7.1 Déterminer I'intersection de ker(y) avec B(R,R), le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions bornées de F.
7.2 Ces deux sous-espaces sont-ils en somme directe ?
7.3 Si on suppose A < 0, existe-t-il f € ker(p) et g € B(R,R) tels que Vz € R, z = f(z) + g(x)?
7.4 Lorsque X € R, les sous-espaces ker(y) et B(R,R) sont-ils supplémentaires dans £ 7
1. Soit f la fonction 27 - périodique, définie pour tout x € [— m, 7] par :
1
f(T) = 1—2" (3I2—7I'2).
1.1 Représenter graphiquement la fonction f sur l'intervalle [—2m, 57].
1.2 Calculer les coefficients de Fourier réels de f.
1.3 Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
—~1)"
1.4 Justifier la convergence de la série Z ( ,)) et calculer sa somme (.
n2
n>1
. R . (-1
1.5 Soit € > 0. Déterminer un entier g tel que Z s— — B <e.
n=1 n
too
1.6 Calculer : —.
alculer ,; —
1.7 La fonction f est-elle de classe C? sur R?
2. Soit a € R*.
Pour tout z € R, on définit la fonction h : z h (z) f (-1)" cos (nz)
our , on denn ; N — = — _
ot n? + a?
2.1 Prouver que h est définie et continue sur R tout entier.
+00
2.2 Déterminer les fonctions v, : R — R qui vérifient : V z € R, h(z) = f (z) + Z vp (Z).
n=1
+00
2.3 Veérifier que la fonction z +— Z vn (z) est une fonction de classe C? sur R.
n=1
2.4 Prouver que h est de classe C? sur | — 7, .
3. Montrer que h est solution sur |— 7, 7[ d’une équation différentielle du type 3y’ + Ay = k ot A et k sont des constantes
réelles.
4. Calculer h'(0) et hy(m) (dérivée & gauche de h en ).
I 1
5. En déduire que : V z € |- w7, h(z) = rehlaz)

" 2ash(am) 2a?



6. Justifier que ’égalité précédente est encore valable sur le segment [—, .
1
n2 + a2 .
400

8. En déduire la valeur de Z 512_

7. Calculer la valeur de Z

n=1

n=1

On prend dans cette partie : a € R} .

sin (azx)

+ oo
1. Prouver que l'intégrale : / 1 dx converge.
0

eI p—
+ oo
2. Solent k € N* et J; = / e ~*% sin (az) dz.
0

2.1 Pour quelles valeurs de k € N* l'intégrale Ji existe-t-elle?

2.2 Pour ces valeurs, calculer Jg.

3. Pour tout n € N*, exprimer sous forme d’une intégrale

+ oo
Rn:/ sm axr dr — a Z
0 et k+1)

4. Prouver que : lim R, =0.
n—+400

5. En déduire le résultat :

+ oo
Va>o, %/ sin (az) do = 7 ch (am) 1
0

Fin de ’épreuve
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