


ili) En déduire la valeur de I.

Exercice 2

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie 3 rapporté a la base B = (e, ea, €3) ; les coordonnées d’un
vecteur dans cette base sont notées (x, y, z ).

L’identité sur E, notée Idg est 'application de E dans E définie par : Vz € E, Idg(z) = z.

f est un endomorphisme de E et A est sa matrice dans la base B.

A est la matrice transposée de la matrice A.

L(FE) est espace vectoriel des endomorphismes de E.

Ma3,1(R) est 'espace vectoriel des matrices a une colonne et 3 lignes a coefficients réels.

Préliminaires
1) Pourquoi la matrice dans la base B de E et la base canonique (1) de R de la forme linéaire :
p: E — R
xey +yes +2ze3 +—— ar+by+cz
est la matrice ligne L=(a b ¢)?

2) Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E :

a) Montrer que ¢ o f est une forme linéaire sur E et que
Ker ¢ est stable par f si et seulement si Kerp C Ker (p o f).

b) Montrer que Ker ¢ est stable par f si et seulement si il existe un scalaire ) tel que p o f = Ay

c) Montrer que Ker @ est stable par f si et seulement si il existe un scalaire A tel que L.A = AL,
ot L est la matrice dans la base B de la forme linéaire (.

3) 1l existe un plan de E stable par f si et seulement si il existe une matrice colonne non nulle C,
C € M31(R), et un scalaire \ tel que 'A.C = \C.

Exemple numérique

-1 4 -1
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base Best : A= | -5 8 -1
1 -2 3

4) Recherche des sous-espaces-vectoriels de E stables par f :
a) Montrer que 2 et 4 sont valeurs propres de A, puis déterminer les sous-espaces propres de A, de
tA.
b) Quelles sont les droites vectorielles de E stables par f 7
c¢) Déterminer les plans vectoriels de E stables par f; on en donnera une équation cartésienne, ainsi
qu’une base.
5) Etude de C(f) ={g € L(E)/gof=fog}:
a) Montrer qu’il existe une base B’ = (e}, €5, e3) de E dans laquelle la matrice de f est la matrice

4 10
A"=10 4 0]. Reconnaitre le sous espace vectoriel de E engendré par (e}, e).
0 0 2

b) Montrer que si f et g commutent alors Ker(f — 2Idg) et Ker(f — 4Idg) sont stables par g.
¢) Montrer que f et g commutent si et seulement si il existe (a, 3,7) € R3 tel que la matrice de g
dans la base B’ est :

a v 0
Mp(9)=10 a 0
0 0 8






