


(3) Pour tout z € C, on pose D, = D — zI, et M, = (é g) € My, (C).

(a) Montrer que det(M,) = det(AD, — BC) pour tout nombre complexe
x ¢ S ou S est un sous-ensemble fini de C.

b) En déduire que I'on a det A B = det(AD — B(C)) en toute généralité.
C D

Partie B

Dans cette partie, g désigne un nombre complexe différent de 0 et de 1. On
considere ’espace vectoriel My(C) des matrices 2 x 2 & coefficients complexes. On
rappelle que la base canonique de M3(C) est B = {E 1, E12, E21, B2} ol

10 01 00 00
El,l = (O O) ) E1,2 = <O 0) 3 E?,l = (1 0) et E2,2 = <O 1) .

Soit la matrice non nulle A = ((i Z) € My(C). On pose A = (_dc _ab).
On définit les deux endomorphismes de My (C) suivants :
RA . Mz((C) — MQ(C) ,CA . MQ((C) — Mz((C)
X — AX X— XA

(1) Déterminer les matrices de R4 et L4 dans la base B.

(2) Montrer que la matrice de ’endomorphisme R4 — gL, dans la base B est la
matrice définie par blocs

_ afz—th b]z
MA_( cl, dl, —qtA) -

(3) Montrer que ’on a successivement les égalités suivantes
(a) det(My) = det(A) det(A + ¢?A — q(a + d)I,),

(b) det(M) = (1 = g der(a)den (70 U+ AP,

(c) det(My4) = (1 — q)? det(A) ((1 + q)%det(A4) — ¢ (Tr(A))z)

(4) On suppose a présent que le polynome caractéristique de A se décompose en
le produit P4(X) = (X —a)(X — ) ou o, B € C.
(a) Montrer que l'on a det(M4) = Pa(qe)Pa(gp).
(b) A P’aide des questions précédentes, montrer que les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :

— 1l existe une matrice non nulle B de M (C) telle que AB = ¢BA.
— On adet(A) =0 ou a =¢f ou B = qa.






(4) En déduire que la fonction f est continue sur [0, +o0].

Partie C
(1) Soient « et B deux réels strictement positifs. Montrer que la fonction
1
p:t—
VE+ @+ 5

est intégrable sur R.
oo dt

o VE+){2+1)

(2) Soit g la fonction définie sur |0, +oo| par g(z) =

Montrer que g est de classe C! sur ]0, +o0.
(3) (a) Montrer que, pour tout réel z strictement positif, la fonction S, définie

1
par S;(t) = §(t — %—) est une bijection de classe C! de 0, +oo[ dans R.

(b) Soient « et [ deux réels strictement positifs. En utilisant le changement
de variable s = S,4(t), démontrer que l'on a

oo dt
d 9

+o0 S
/_Oo \/(82 + (242)2)(s? + af) o VE+A)([E+57)

(c) En déduire ’égalité

VYr >0

dt Foo dt

Vz >0 ~ .
o @+ )@ +ap) S VEFESF)

Partie D
(1) Montrer que l'on a
oo dt
o VP + (@) + (ba())?)
(2) Pour n > 1 et £ > 0, on définit la fonction
1

VT + (an(@))?)(# + (0a(2))?)

1
() Montrer que, pour ¢ >0 et 2> 0, on a lim hu(t) =z

out>0, x>0etn>1.

VneN V>0 g(x) =

hy,:t—

(b) Démontrer I'inégalité 0 < h,(t) <

t2+x
400 T
c) En déduire lim hp(t)dt = ——— ou z > 0.

(d) En déduire que, pour tout z > 0, on a g(z) = et que f est de

2f(z)

classe C! sur l'intervalle 0, +o0.



