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Exercice 1

On admettra que la multiplication de deux entiers naturels se fait en temps constant,

1. On s'intéresse dans cette partie au calcul de la puissance k-iéme d’un entier naturel n, pour un
entier naturel k = 1.

(a) Dans un premier temps, on utilise un algorithme naif :

let rec puissance n k =

if k = 1 then n

else n * (puissance n (k-1));;
val puissance : int -> int -> int

Quelle est la complexité de cet algorithme 7 Le justifier précisément.
(b) On utilise ensuite 'algorithme suivant :

let rec puissance? n k =
if k > 1 then
let x = puissance2 n (k/2) in
if k mod 2 = 0 then
X % X
alse
X * X *n
alse n;;
val puissance? : int -> int -> int

i. Décrire I'exécution du programme puissance2 sur l'entrée (2, 7).
ii. Décrire I'exécution du programme puissance? sur 'entrée (2,8).
iii. Démontrer que le nombre d’appels récursifs & l'intérieur du programme puissance2
gur l'entrée (n, k) est au plus de logy k + 1. En déduire que le programme termine.
iv, Justifier que ce programme est correct.
v, Bvaluer la complexité de ce programme.

2. On s'intéresse ici an probléme de déterminer si un entier naturel est une puissance non triviale
d’un nombre entier ou non : on dit qu'un nombre entier naturel n est une puissance entiére s'il
existe deux entiers naturels k et m tous deux = 1 tels que n = m*,

(a) Ecrire la fonction :

test_puissance : int -> int -> bool

qui prend en entrée les entiers naturels n > 1 et k > 1 et renvoie le booléen true s'il existe
un entier naturel m tel que N = m” et false sinon.

(b) i Soit n un entier naturel. On suppose que n est une puissance entiére : Soient k et m
deux entiers naturels = 1 tels que n = mF, Justifier que k < loga(n).
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2. On considére la fonetion & qui envoie un mot
100 + ¢ * 10 + d.
(a) Combien de valeurs distinctes la fonction

(b) Etant donné un mot abede dans £° XL
Glabed) et e.

(¢) Ecrire la fonction :

hiffre e dans 2 et renvoie la valeur

decalG : int -> int -> int

qui prend en entrée 'entier naturel G‘(c'
G(bede), pour abede un mot dans £°,
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(d)

On utilise la fonction G pour résoudre le probléme. Etant donné un entier naturel non nul
n 8'écrivant aja;_, - -+ ap en base 10, on calcule la valeur prise par & sur chaque facteur
@i04—1@i—20;—3. Ecrire la fonction :

testG_motif : int vect -> bool

qui prend en entrée le tableau défini par '¢eriture en base 10 d'un entier naturel non nul
n et renvoie le booléen true si 'entier naturel n a la propriété Poy s et false sinon. Cette
fonction ne lira qu'une fois au plus chacun des caractéres de I'éeriture en base 10 de n.

Evaluer la complexité de votre algorithme,

) Ecrire la fonction :

nbG_motif : int vect -> int

qui prend en entrée le tableau défini par 1'écriture en base 10 d'un entier naturel non nul
n et renvoie le nombre d’occurences du motif 2015 dans I'éeriture en base 10 de n.

3. On considére la fonction H qui envoie un mot abed dans £% sur I'entier naturel compris entre
0 et 10 égal & a + 1000 + b * 100 4+ ¢ * 10 + d modulo 11,

(a)
(b)

(€)

(e)

Combien de valeurs distinctes la fonetion H peut-elle prendre 7
Eerire la fonetion :

calculH : int vect -> int

qui prend en entrée un mot abed dans £ et renvoie la valeur de H prise sur ce mot.

Etant donné un mot abede dans £°, expliciter comment calculer H (bede) en fonetion de
H(abed), a et e.

En utilisant la fonction H, éerire la fonetion :
teatH_motif : int veect -> int

qui prend en entrée le tableau défini par 1'¢éeriture en base 10 d'un entier naturel non nul n
et renvoie renvoie le booléen true si 'entier naturel n a la propriété Pogys et 0 (ou falaae)
sinon, Cette fonction ne lira que trois fois au plus chacun des caractéres de |'écriture en
base 10 de n.

Evaluer la complexité de votre algorithme,

Exercice 3

On souhaite analyser les résultats de sondages concernant une élection. Les candidats i I'élection

sont numérotés de 0 & k — 1, Les résultats de chaque sondage sont stockés dans un tableau : si le
sondage a recueilll N réponses, le tableau comporte N cases, une pour chaque réponse : la i-éme
ease du tableau contient le numéro du candidat proposé par la i-éme personne sondée, On a ainsi un
tableau 7' de longueur N qui contient des entiers naturels entre 0 et & = 1.

Le sondage donne le candidat numéroté i élu si le nombre 1 est dans strictement plus de N/2 cases

de T. Par exemple, un sondage correspondant au tableau [2,4,5,0,4,4,4] donne le candidat 4 élu.

Mais un tableau ne donne pas toujours un élu, par exemple le tableau (1,2, 3,4,6,2,3,3].
On suppose qu'un entier k est défini.



et -> int -> int telle que si a est un entier

1. (a) Ecrire une fonction nb de type int “éi’iiu.‘-d‘un tel sondage, nb tab a est le nombre de

naturel et tab un tableau de taille V jss;"
cases du tableau tab qui contiennent a,

 fonction de ,
(b) Evaluer la complexité de l'appel de nb et " ion de IV et de k

. , 't vect -> int telle que elul tab est I'entier
{(c) En déduire une fonction elul de type 1;!.‘. i g t l'entier
) Y Seiete ot -1 sinon.
donné élu par le tablean tab si celui-ci & ¢ do N o
, . ie'en fonction de et de k.

(d) Evaluer la complexité de votre algorithi
igmr régner pour déterminer 1'éventuel élu donné
} e = . W 0 . X
2, On se propose d'utiliser la stratégie diviser r‘#,'t]u'ml ne cherchera pas & décrire :

par un tableau. On dispose de deux fonctions,

| prend en argument un tableau tab de longueur

s miGauche : int veet -> int vect quiy :
it | N/2| formé par les | N/2| premiéres cases d
N = 2 et retourne le tableau de longueu ,.-,-J- /2] par Joa LNV/2] 2 o e

tab A
’ ! prend en argument un tableau tab de longueur

# miDroite : int veet -> int vect quiy ! b
i N — | N/2| formé par les N — | N/2| derni
N = 2 et retourne le tableau de 1ung;umlh. LI/} formad LIV/2] dernidres

cases de tab, '

-

‘ Wémontrer que sl tab donne a comme élu alors
(2) smh.“.b s tab.lea.u de longueur N = 2'l miiGauche tab ou par le tableau miDroite tab.
celui-ci est aussi donné élu par le tublmuﬂ sagia divi i s
‘ " . . stiatégie diviser pour régner, de type
(b) Proposer une fonction elu2, utilisant la "ﬁhblemx, elu2 tab est ls couple (a,n) si lentler

int vact -> int # int ; si tab est WD\ cases exaotement de tab, et (-1,0) si tab ne

a est donné élu par tab ef apparait dnmﬁ'&'tinn ab définie en 1(a)
donne pas d’élu. On pourra utiliser la fo. o

nfonction de N,
(¢) Evaluer la complexité de cette fonetion e’

* nombre entier a est un postulant pour la valeur

, : : & supérieur & N/2 tel que a apparait au plus (au
g lmblc)uu ’_:"‘m dl " E;q.t 1:l1r en:,ten t‘it‘“?ﬂ.n:ﬁi‘& de a, apparait au plus (au sens large) N —n
selns arge) n fois dans & et toul entier b distiyyyy n = 5 du tableau [1,2,3,4,3,2,3,3].
fois dans T'. Par exemple, 3 est un postulant . ‘
) . {1y tableau 7" s'il existe un nombre entier n > N/2
On dit que le nombre entier @ est un postulant ‘iibleau T

tel que a est un postulant pour la valeur n du W

3. Soit 7" un tableau de longueur N. On dit que !

i alors a est un postulant de 7.
(a) Démontrer que si le tableau 7" donne a é} ' y
_ ; dlors ancun autre élément de 7" ne pourrait étre
(b) Démontrer que si a est un postulant de 79"

donné comme élu.

, 2t un postulant mais ne donne aucun élu et un
(¢) Donner un exemple de tableau qui contif,

exemple de tableau n’ayant aucun postul:
d ; ofiir N. On note TG le tableau de longueur N/2

{(d) Soit T" un tableau de longueur un entier jy, yhlngny ds 1 N/2 for 1
formé par les N/2 premiéres cases de T ;hTD i e LR EINI Y2 e

N/2 derniéres cases de T, .
nne pas d'élu, Soit a un postulant pour la valeur

i. On suppose que le tableau T'D ne Clﬂj'em,’ tulant da T " 1a valeur
I du tableas TG. Démontrer que a un postulant de 7. On exprimera la valeur

d " tel que n > N/2 et @ e;’ﬂt;ﬁun postulant pour la valeur n du tableau 7" en
1un entier n te q a 7l ]

fonction de [ et N.

o
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(e)

ii. Solent a un postulant pour la valeur [ du tableau TG et b un postulant pour la valeur

m du tablean T'D.

A. On suppose que a = b, Démontrer que a est un postulant de 7. On exprimera la
valeur d'un entier n tel que n = N/2 et a est un postulant pour la valeur n du
tableau 7" en fonction de [ et m,

B. On suppose que a # b et m > [. Démontrer que b est un postulant pour la valeur
N/2+m-=1deT.

C. On suppose que a # b et m = . Démontrer que 7' ne donne pas d'élu,

Ecrire une fonction pestulant : int vect -> int * int telle que, si tab est un tableau
d’entiers naturels de longueur N, postulant tab est un couple (a,n) tel que

- lorsque pestulant tab renvoie le couple (-1,0), le tableau tab n'a pas d'élu,

- lorsque postulant tab renvoie le couple (a,n) avec n = N/2, a est un postulant pour
la valeur n du tablean tab. On supposera pour simplifier que la taille du tableau est
une puissance de 2. La procédure utilisera la stratégie diviser pour régner et aura une
complexité linéaire, ce qu'on justifiera précisément.

En déduire une fonetion elu3, de type int vect -> int qui prend en argument un tableau
tab et retourne I'entier élu de tab si celui-ci existe et -1 sinon, de complexité linéaire.






siuinoy sjuswinoop saude,q - GLOLGL - X STOHD NI



